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I II 11 1mv v
Etudier un moment de force v v v
Gerer des calculs v v v
Etablir un bilan des actions v v
Appliquer le théoréeme du moment cinétique v’ v v Vv
Etudier un équilibre v
Résoudre une équation différentielle v v v
Choisir un théoreme énergétique v v
I Le pendule simple (x) o g,
Un pendule est constitué d’un fil idéal, inextensible et sans
masse, de longueur [, fixé en O et auquel est suspendu un
objet ponctuel M de masse m. A V'instant ¢ = 0, on écarte
le point M d’un angle 6y, supposé petit, par rapport a sa 0 \1
position d’équilibre et on le lache sans vitesse initiale.
On suppose par ailleurs que le mouvement reste dans le plan M
(zOy) et que 'on peut négliger les forces de frottement. &,

1. Déterminez ’équation différentielle vérifiée par l'angle 0(t) en utilisant le théoréme
du moment cinétique par rapport a U'aze A = (Oz).

Réponse :
On étudie le pendule dans le référentiel du laboratoire supposé galiléen.

Bilan des forces :
— Poids P=mgq = —mgu,
— Tension du fil T = —T'a.
On se place dans la base polaire (u,., ug, u,).
Le théoréme du moment cinétique par rapport a ’axe delta s’écrit :

dU(lelta(M)

dt - Mdelta(f_))) + Mdeltu(?)

Calculons donc les différents termes de cette équation.

Par définition, ogeta(M) = To(M).u?, avec 7o(M) = OM AmT
Or, on a OM = lu don T = 1073,

Ainsi,
mi20u,; A ug = mi*0u;
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On a donc ogea (M) = mi26

Par ailleurs, comme le support de la force T coupe l'axe (Oz), son moment par
rapport a cet axe est nul.

Enfin, on a P = —mgi, = —mg cos 0u, + mgsin Oug
d’ou N N
Maeia(P) = Mo(P).u?

= |OM A (—mg cos 0u, + mgsin 0ug) | .u,
= [lu, A (—mg cos 0, + mgsin 0ug)] .u,

= —mgl sin Ou;.u, = —mglsin 6
Finalement, le TMC par rapport a l'axe delta s’écrit :

dml?6
dt

= —mglsinf < 10 = —gsin b

= é—l—%sin@zo

2. Quel est l'intérét d’utiliser cet axe-la en particulier pour appliquer ce théoreme ?

Réponse : R
Cet axe est intéressant pour ’étude car la force 7' a un moment nul par rapport a
cet axe, ce qui nous permet d’éliminer cette force inconnue de 1’équation.

. Retrouvez l’équation du mouvement avec le PFD puis avec un théoréme énergétique.

Réponse :
(c.f. autres fiches de TD)
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4. En déduire l’expression de 6(t).

Réponse :
On reconnait I’équation du mouvement d’un oscillateur harmonique non amorti de
pulsation propre wg = ﬁ . La solution est donc de la forme :

0(t) = Acos(wot) + B sin(wpt)

Or,at=0,onaf(0)=A=86 et v0) =0« 60)=0. Orf = —Awgsin(wot) +
Buwyg cos(wgt). 11 vient donc Bwg =0« B =0.
Finalement

‘ 0(t) = 0y cos(wot) ‘

II Calcul du moment d’une force (x)

R=R.[cos|al.é,+sinlal.¢,

H(0, 0, 2)

F=—k.KiM
H(0, 0, 0)

P=-m.g.¢,
H(0, 0, 0)

FIGURE 1 — Forces dont il faut calculer le moment.

Dans chacun des cas suivants, déterminer le moment de la force en H par calcul vectoriel
direct.

1. (a) Poids P appliqué en M(x,y, z).

Réponse :
On peut mener le calcul de différentes facons. Utilisez celle qui vous semble la
plus logique.

T 0 -y
A - — - — —
Mug(P)=HMAP=|y|A 0 =mg| =z —Mgy €y +Mmgre, |
z —mg 0
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(b) Force de rappel i appliquée en M(0,y,0).

Réponse :

- - — —
Mu(F) = —ky, N KM = —ky@, A (KH + HM) = [kyKHZ..|

(¢) Réaction i appliquée en M(r,0, z).

Réponse :
On se place dans les coordonnées cylindro-polaires :

r 0
/WH(]_%)):HM/\I_%): 0] Al Reosa :‘7TRSiHOLE>9+7'RCOSOLE>Z.
0 Rsina

2. Dans chacun des cas precedents déterminer le moment de la force par rapport d laxe
(H,€,) pour PetF et par rapport a laxe (H,€,) pour R par détermination de la
distance a laze de rotation (bras de levier) et par un raisonnement sur la direction
puis par projection du moment calculé a la question 1.

Réponse :

- = - 3 -

M, (P) = Myg(P).C, = .

On peut aussi appliquer la méthode du bras de levier : la distance entre la droite
d’application de la force et 'axe (H€,) est y. L’intensité de la force est mg. Cette
force tend a faire tourner le point M autour de 'axe (H€,) dans le sens indirect.

Finalement on retrouve : o
Fia(P) = [}
— - — = N
M (F) = My (F).2, = .

On peut aussi appliquer la méthode du bras de levier : la distance entre la droite
d’application de la force et 'axe (H €, est la distance entre H et le projeté orthogonal
de H sur le segment [K M| (appelons le A). L’intensité de la force est k x KM. Cette
force tend a faire tourner le point M autour de I'axe (H €,) dans le sens direct. On
remarque que HA x KM est le double de l'aire du triangle HK M.
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On en déduit que :
HAX KM =HM x HK = yHK

Finalement on retrouve :

Mq(B) = +HA x kKM =[kyHK |
— — = N
M_.(R) = My (R).2. =[rRcosa]

On peut aussi appliquer la méthode du bras de levier : la distance entre la droite
d’application de la force et Paxe (H€,) est r. L’intensité de la force dans le plan
orthogonal & I'axe (H€,) est Rcosa. Cette force tend & faire tourner le point M
sans le sens direct autour de I'axe (H'€,). Finalement :

_>

Mz(ﬁ) =+R X Rcosa = .

IIT Descente en toboggan (xx)

Un enfant assimilé & un point matériel M de masse
m = 40kg glisse sur un toboggan décrivant une
trajectoire circulaire de rayon R = 2,5m depuis la
position gy = 15° ou il possede une vitesse nulle,
jusqu’a la position 8y = 90° ou il quitte le toboggan.

On néglige tout frottement. On se place dans le réfé-
rentiel terrestre suppose galiléen.

PCSI 1, Loritz, M. M-B

1. Etablissez l’équation différentielle du mowvement de Uenfant a laide du théoréme du

moment cinétique par rapport & un point judicieusement choisi (x).

Réponse :
Méme type de réponse que pour la Q1 de 'exercice précédent. On obtient au final

mR?*0 = mRgcosh < 0 = %COSQ

. Montrez que cette équation équivaut a :

d (1.5 gd .

Réponse : _
On multiplie par 6 :

06 = g90059 d<192> Z%%(Sin@)

aprées simplification par 6

. Intégrez cette équation en tenant compte des conditions initiales, afin de déterminer

une expression de 0 en fonction de 6.

Réponse :
On cherche une primitive de cette équation :

1'2_ g .
59 —RsmH—i—K

ou K est une constante.
A t=0,0na vy =0 donc 6(0) = 0 et 6(0) = by. Ainsi, on a

Oz%sin&ﬂ-K@K:—%smﬁo

d’ou finalement

1.
502 (sin @ — sin 6p)

?U\“Q
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f augmente au cours du temps, donc 6 > 0 et on a donc

: 2
0= \/é(SiﬂH — sin 6y)

4. En déduire la vitesse vmax de Uenfant lorsqu’il quitte le toboggan. Faire ’application

numérique et donner la valeur de Umayx en ms—'.

Réponse :
La vitesse v est

v= R = R\/ig(sine —sinfy) = \/2gR(sin § — sin )

Lorsqu’il quitte le toboggan, 'enfant est en 6 = 7 et sa vitesse vaut donc

Umax = vV 29R(1 — sin fy)

L’application numérique donne 6 m/s. Cette vitesse est élevée car les frottements ont
été négligés.

. Retrouvez l’expression de vmax en utilisant un raisonnement énergétique (x).

Réponse :

P —
Parmi les forces qui s’exercent sur le point M, Ry ne travaille pas et P est conservative.

Ainsi, le systeme est conservatif.
Son énergie mécanique est donc une constante du mouvement.
On a donc

1
E, =FE,+ E.= Ey avec £, = imv2 et B, = —mgz = —mgRsin0

Attention! La verticale est descendante, d’ou le signe "-" dans 1’expression
de I’énergie potentielle.
Ainsi, on a
1, . 1, . .
5mv - mgRsinf = 5V — mgRsiny = —mgRsin 6
soit

%mv2 = mRgsinf — mRgsinfy < |v = \/2gR(sin f — sin fp)

On retrouve bien le résultat précédent.
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IV Pendule et ressort (*x)

On considere un pendule constitué d’une tige
de masse négligeable, de longueur d et d’un
point matériel M de masse m. La liaison en
O’ est parfaitement coulissante de sorte que
le ressort est constamment horizontal.

Le ressort est idéal de constante de raideur
k et de longueur a vide ly. On néglige tout
frottement.

1. Faire le bilan des forces s’exercant sur le point M. Les exprimer en fonction de 0 et
des vecteurs de la base polaire.

Réponse :
Bilan des forces :

N
— P = mgu, = mgcos 0u, — mgsin 0ug
5

_ T=_Tw
— F = —k(l-lp)(—1uy). Avecl = ly—dsinf, on a F = —kdsin 0u, = —kdsin §(sin Ou,+
cos Oug)

2. Montrer que ’équation du mouvement s’écrit :
0 +sind (wfcos@—l—w%) =0
et préciser les expressions des constantes wy et wo

Réponse :
On se place dans le référentiel terrestre supposé galiléen.

OnaOM =du,, v=d0Ty et @ = —dO?u, + dOLy
Le PFD projeté sur le vecteur iy s’écrit donc :

mdf = —kdsin cos @ — mgsinf = 6 4 sin 6 (k cosf + Z) =0 (1)
m

éé+sin9(w%cos€+w§):0 (2)

_ k _ g . s . P
avec wy = 4/ - et wy = \/g . On retrouve les pulsations propres caractéristiques d’un
pendule pensant et d’un oscillateur masse-ressort.
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3. Retrouver I’équation du mouvement a l'aide du théoréme du moment cinétique. 5. Montrer que le systéme posséde toujours au moins deux positions d’équilibre. Montrer
également qu’il en existe deuzr autres d une condition sur wy et ws que l’on précisera.

Réponse : Préciser alors dans quel intervalle se trouvent ces positions d’équilibre.

Le théoréeme du moment cinétique par rapport au point O s’écrit
Réponse :

d? M —_—> —> _—> —> —_— —> e 92 1 92 . .
o(M) = M(F) + M(T) + M(P) Les positions d’équilibre correspondent aux extrema d’énergie potentielle, on cherche

dt donc les points d’annulation de la dérivée de E,(0) :
Or,ona/‘\/l—»fzaﬁ/\?:ﬁ:soit dE
(T) d—gp = kd? cos fsin § + mgdsin 6 = md? (w% sin @ cos 6 + w3 sin 6)
M(ﬁ) = OMA(mg cos Ou, —mg sin Oug) = du, A(mg cos 0, —mg sin Qug) = —mgd sin Ou,
Ainsi,

et enfin

%—o:sme—o ou kdcosf+mg=20 (3)

M(F) = duy. A (—kdsin §(sin 0w, + cos Oug)) = —kd? cos 0 sin 0u, do N 9=
D’autre part, on a OM = du,. d’ott ¥ = dfug et 65(M) = OM Am7T = md*0u; =10 =0our ou cost = Tkd T2 (4)
i

Le théoréme du moment cinétique projeté sur u, donne donc

Les deux premieres solutions existent toujours, la troisieme équation ne possede de

d(md?0) . , , - k g 2
ar —kd” cos0sin§ —mgdsing = 0 + sin ¢ m cosf + d) - 0 solution que si u% < 1= ws < w;y (Deffet du ressort prédomine sur les effets de la
w1
2
= w
Avec % =w? et § = w3, il vient finalement ‘ 0 +sin 6 (w% cos 0 + w%) =0 ‘ gravité). Les solutions sont alors | 6., = =+ arccos (g)
wi

Elles sont situées de facon symétrique par rapport a I'axe Ox. De plus, comme

. ) . ) . cosfcq > 0, l'une est située entre 7/2 et m, l'autre entre —m/2 et —.
4. Montrer que le systéme est conservatif et mettre son énergie potentielle sous la

forme :

2
w1 .
E,(0) = mdQ(?l sin” 6 — w3 cos 6) 6. Montrer que la position d’équilibre 8 = 0 est stable. Déterminer alors l’équation du
mouvement au voisinage de 0.q = 0 et en déduire la pulsation () des petites oscillations

; autour de cette position d’équilibre.
Réponse : p 1

La tension du fil ne travaille pas car elle reste toujours perpendiculaire a la vitesse. Le

poids est conservatif et I’énergie potentielle associée est E;, = —mgr = —mgdcos 6. Réponse f . .. s e . e
La force de rappel élastique est conservative et Pénergie potentielle associée est Pour connaitre la stabilité des positions d’équilibre, on étudie le signe de la dérivée
B o= 1kl — 12 — L2 sin2 g seconde de I’énergie :
PeL*Q( 0)*2 Sin
Finalement, le systeme est bien conservatif et A2E
P

= mgd cos 0 + kd® cos® 0 — kd® sin® § = md® (w} (0052 6 — sin® 0) + w3 cos 9)

d6?

1
E,(0) = 5kd2 sin? @ — mgd cos 0

d2E
Ainsi, ( d92p> = mgd + kd? > 0| La position d’équilibre
=0

0cq = 0 est donc stable ‘

Et on retrouve bien le résultat attendu par ré-identification de wy et wo
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Pour connaitre la pulsation des oscillations autour de cette position d’équilibre, on 8. Dans le cas ou elle est stable, déterminer l’équation du mouvement au voisinage de
fait un développement limité de 1’énergie potentielle au voisinage de 6., =0 : Ocq = et en déduire la pulsation ' des petites oscillations autour de cette position
) ) d’équilibre.
dE 0° (d°E 1
E,(0) ~ E (0)+9<”> +< p) = E,(0) + =60*(mgd + kd*)
P P o J, 2 ez J, P 2 Réponse :

=0 —mgd+kd? On applique la méme méthode que précédemment en utilisant un développement au
voisinage de 0. = 7 :
On injecte dans l'intégrale permiere du mouvement : E, + E, = F,,, = cte avec

E, = md?6? : dE 6 —m)? (d’E 1
" . | Ey0) ~ B+ 0-m) (42 )+ (G) = B+ 50 mad k)
—md?*0* + E,(0) + =6 (mgd + kd?) = cte ™ 0
2 2 =0 =—mgd+kd?

On dérive par rapport au temps :
On injecte dans 'intégrale premiere du mouvement : E, + E, = E,,, = cte avec

E.= %mdzé2 :
md200 + 00(mgd + kd) =0=06+0| & + = | =0=0+0% =0 L )
¢ Jn gmdQQQ + Ey(m) + 5(9 — m)?(—mgd + kd*) = cte
w3 wi
On dérive par rapport au temps :
avec | Q = \/w? + w?
Remarque : on peut aussi retr\ouver ce résultat en faisan\t dfes approximations a ’ordre md2é0'+0'(077r)(fmgd+kd2) —0=d+0| - g9 + E _ <9 + k) == (1020
1 dans le PFD. On se place a autour de 6., = 0 c’est-a-dire pour # < 1. On a alors d m d m
. —~
sinf ~ 6 et cos ~ 1. w2 w?
L’équation du mouvement s’écrit donc
p P2 2
0+0(w?+w3)=0 avec | {2 wy + Wi
o2 Comme on est dans le cas ot cette position est stable, on a wy < w; donc —w3+w? > 0.

Remarque : on peut a nouveau retrouver ce résultat avec le PFD. On se place proche
de 0.y = m. On pose donc § = 7 + q avec ¢ < 1.

7. Montrer que la position d’équilibre @ = m n’est pas toujours stable et préciser alors d On a alors sin 6 = sin(7 + ¢q) = —sing ~ —q, cos(m + q) = —cosq ~ —1.
quelle condition elle l’est. Commenter physiquement. L’équation du mouvement s’écrit donc
Réponse : —q(~wi+wd)=0=2>0+4+ q (W —wd)=0=0+0(w} —wl) = (W —wd)r
d’E, 0 : g _k - et
= —mgd+ kd* > 0simg < kd = = < — = ws < w;. Ainsi, cette &
dez ),_. d m

position n’est stable que si l'effet du ressort prédomine sur les effets de la gravité. Si

c’est 'inverse, elle est instable, ce qui est conforme a l'intuition physique.
9. Montrer enfin que les deux dernieres positions d’équilibre déterminées en question 5

ne sont jamais stables lorsqu’elle existent.
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Réponse :
w3 mg
On calcule a nouveau la dérivée seconde en 0.4 tel que cos ey = ——5 ~d
1
&E . mg (mg)?
< d92p)9 = mgd cos Ocq + kd? cos? Ocq — kd? sin® Oeq = fmgdm + kd? ()2 — kd*(1 —
“d 1—cos? Ocq
(5)
(m (m 2, (mg)?
=— —kd
Kk T ©)

2 2 2
Cette position est stable si et seulement si —kd? + % >0= — < & = wi <wj
m

C’est la condition opposée a la condition d’existence de cette position d’équilibre.
Ainsi, cette position d’équilibre n’est jamais stable lorsqu’elle existe.

Données :
On rappelle 'approximation de Taylor-Young a 'ordre 2 :

(z —)* d*f
dz?

B (zo)

F(a) ~ Fao) + (@~ z0) L (o) +

V  Pendule incliné (x % x)

On considére un point matériel M de masse m, accroché a I’extrémité d’un fil inextensible
de longueur [y et de masse négligeable, 'autre extrémité étant fixée a un point O d’un
plan incliné faisant un angle o par rapport a ’horizontale. Ce point M se déplace sans
frottement sur le plan incliné.

1. Définir une base adaptée a ’étude du mouvement. Déterminer le moment cinétique
en O du mobile en ’exprimant dans la base choisie.

Réponse :
Systeme : Point matériel M de masse m.
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Référentiel : terrestre supposé galiléen.

Le mouvement du systéme est un mouvement plan (celui du le plan incliné), la
trajectoire est circulaire de centre O et de rayon [y : ’étude sera faite en utilisant la
base cylindro-polaire (€, €4, €.).

ot ?
) 2%

Vio do ordill

Remarque : Sur le schéma précédent, le plan incliné est le plan (O, €, €,).
Moment cinétique en O de M :

Ona:OM =1,€, et T(M)=1y0€y. On calcule :

Lo =mOM A T(M) =mi20e,

. Etablir I’équation différentielle du mouvement de M. Etudier le cas des mouvements

de petite amplitude.

Réponse :

Bilan des forces :
— poids P= mgqg
— réaction normale du plan incliné (pas de frottements) N=N €.
— Tension du fil T = -T%e,

Exprimons P dans la base cylindrique :

R
P =mg(sina€, —cosa¢,) = —mg(—sinacosf¢€, +sinasinfd €y + cosa’®.)

(On a en effet : €, = cosf€, —sinfey)
Appliquons le théoreme du moment cinétique en O :

dfO — - —

5 = Mo(P) + Mo(T) + Mo(N)

Calculons le moment de chaque force en O :
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— ]\_/[)0(1_5) —OMAP = mglycosa €y — mglpsinasin ¢, Conditions initiales : On a : 6(0) = 0 et 9(0) = ’l’—g
— M O(T) =OMAT =T car les deux vecteurs sont colinéaires & tout instant On obtient finalement :
— Mo(ﬁ):OMAN:—NZOE'G ot :lv—osin(wt)
0wWo
Projetons le théoréme du moment cinétique :
—sur e, :0=0 L’angle maximal atteint est donc : | Opax = Yo .
— sur €g : 0 = mglgcosa — Nl lowo

— sur €, : ml30 = —mglgsinasinf

La troisiéme équation est I’équation du mouvement :

0+ gsinozsinQ =0
lo

Remarque : La deuxieme équation donne ’expression de la norme de la réaction
normale du support : N = mgcosa.

Cas des mouvements de faible amplitude : L’angle 6 est faible et on peut écrire :

sinf ~ 6.

En posant | wy = 4 /lgsina (on a bien sina > 0 car « € [0, §]), on obtient I'équation
0

différentielle du mouvement d’un oscillateur harmonique :

0+w2h=0
s . . . . 2w lo
La période des petites oscillations est : | T = — =27 - .
wo gsina

Remarque : On remarque que lorsque « tend vers 0, la période devient infinie : lorsque
le plan est horizontal, le pendule ne peut plus se mettre en mouvement sous l’effet
de la pesanteur. Lorsque « tend vers 7, on retrouve 'expression du cours pour la
période des petites oscillations du pendule simple.

. Le mobile est lancé depuis sa position d’équilibre avec une vitesse initiale Ty = vg €.

Quel est 'angle maximal atteint 2 (On conserve hypothése des petites oscillations)

Réponse :

On résout I'équation différentielle : 6 4 w20 = 0.

Les solutions sont du type 6 = A cos(wot) + B sin(wogt) avec A, B deux constantes &
déterminer en utilisant les conditions initiales.
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. Déterminer ’expression de la tension du fil dans le cas général. Que devient cette

expression dans le cadre des petites oscillations ?

Réponse :
La tension du fil a un moment nul par rapport a O, elle ne peut pas étre déterminée
a l'aide du théoréme du moment cinétique.

On utilise donc la deuxiéme loi de Newton :

—

mé=N+P+T
que nous projetons sur €, :
—ml20%* = —T 4 mgsin a cos §
T = mgsin o cos 0 + mi26>

Il faut déterminer 6. On peut utiliser un théoréme énergétique pour obtenir la vitesse
lpf du pendule ou bien multiplier ’équation du mouvement par 6 et intégrer :

00 + lgsina X @sinf =0
0
En intégrant temporellement :

1.
Z62% — gsinomos@ =K
2 lo
ou K est une constante déterminée a 1’aide des conditions initiales :

at=0,

1 2
*vfg I Gina=K
212 1o
. ) 2
Ainsi : |62 = l—gsina(cosé -1+ %)
0 0
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Injectons dans ’expression de T, il vient :

T = mgsina(3cosf — 2) +

L’expression de la tension du fil est :

T=-— (mgsina(3cos€—2)—|—

2
mug

lo

2
muvg

0

.
)er

Eléments de réponses :

E3 Q4 : On trouve vpqy = /2gR(1 — sin fyp)

E4 Q8 :Q = /w3 +w?

g

E5 Q3 : Oaw = 72
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